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□ Exercice 1 (RMS 19-971)

1. Python

2. Python

3. Par le lemme de relèvement, on écrit 𝑓 (𝑡) = 𝜌 (𝑡)𝑒𝑖𝑢 (𝑡 ) . Il suffit alors de faire le calcul

□ Exercice 2 (RMS 17-953)

1. Python

2. Python

3. Ordre 𝑛 − 2 car la matrice 𝐴𝑛 est de rang 2.

4. On sait que

𝛼𝑛 = min
𝑋≠0

𝑋⊤𝐴𝑛𝑋
⊤

∥𝑋 ∥2 et 𝛽𝑛 = max
𝑋≠0

𝑋⊤𝐴𝑛𝑋
⊤

∥𝑋 ∥2

On voit que pour 𝑋𝑛 = (1, . . . , 1)⊤, 𝑋⊤
𝑛 𝐴𝑛𝑋𝑛 ⩾ 0 et pour 𝑌𝑛 = (−1, 1, 0, . . . , 0)⊤, 𝑌⊤

𝑛 𝐴𝑌𝑛 < 0. On en déduit que 𝛼𝑛 < 0 <
𝛽𝑛 .

5. En utilisant que 𝐹𝑛 ∼ 𝐶𝜑𝑛 , on montre que 𝑋⊤
𝑛𝐴𝑛𝑋

⊤
𝑛

∥𝑋𝑛 ∥2 → ∞ cela implique que 𝛽𝑛 → +∞.

On voit que 𝛼𝑛 est décroissante car un élément𝑌𝑛 ∈ M𝑛,1 (R) peut être prolongé en un élément deM𝑛+1,1 (R) en ajoutant
un 0. De plus, en utilisant que 𝐹𝑛 = 𝐶𝜑𝑛 +𝐶′𝜓𝑛 où𝜓 = −1/𝜑 on a

𝑋⊤𝐴𝑋

∥𝑋 ∥2 = 𝐶𝑞𝜑 (𝑋 ) +𝐶′𝑞𝜓 (𝑋 )

où 𝑞𝜑 est la forme quadratique associée à la matrice (𝜑𝑖+𝑗 ). On a donc

𝑞𝜑 (𝑋 ) =
(

𝑛∑
𝑖=1

𝜑𝑖𝑥𝑖

)2
⩾ 0

Comme 𝐶 ⩾ 0 et 𝐶′ ⩽ 0, pour minorer la forme quadratique étudiée on doit majorer 𝑞𝜓 (𝑋 ). On voit facilement par
Cauchy Schwarz que

𝑞𝜓 (𝑋 ) ⩽
∞∑
𝑖=0

𝜓 2𝑖

On peut en déduire que 𝛼𝑛 est minorée. Elle converge.

□ Exercice 3 (RMS 19-993)

1. On peut faire le calcul explicitement.

2. Il y a une chance sur 3 que le rat sorte immédiatement et dans ce cas 𝑇 = 𝑡1, une chance sur 3 qu’il commence par la
porte 2. A partir de là le nombre de coup pour sortir est donné par une loi géométrique de paramètre 1/2. On calcule
facilement le temps total associé car le temps dans le tunnel est 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡1 − · · · . De même dans le dernier cas.

3. Le temps d’attente suit une loi géométrique de raison 1/3. Une fois le temps connu, le nombre de 𝑡2 et 𝑡3 est donné par
la loi binomiale.

□ Exercice 4 (RMS 19-949)

1. OK

2. Python

3. Python. On conjecture que 𝑑𝑛 = 1
(𝑛+1)2 .

4. 𝐹𝑛 définie sur R \ {−1, . . . ,−(𝑛 + 1)}
5. On multiple la première ligne par

∏𝑛+1
𝑘=1 (𝑋 + 𝑘). En développant selon cette ligne𝐺𝑛 ∈ R𝑛 [𝑋 ].



6. On voit que 𝐹𝑛 et donc 𝐺𝑛 s’annule en 1, 2, . . . , 𝑛.

7. On sait que𝐺𝑛 = 𝛼 (𝑋 − 1) · · · (𝑋 − 𝑛). Il n’est pas nécessaire de calculer 𝛼 .
On voit que 𝑎𝑛 = 𝐹𝑛 (0) = 1

(𝑛+1)!𝐺𝑛 (0) = (−1)𝑛 𝛼
𝑛+1

On calcule 𝐺𝑛 (−1). En développant selon la première ligne, 𝐺𝑛 (−1) = 𝑛!𝑏𝑛 . On en déduit que 𝑏𝑛 = (−1)𝑛𝛼 (𝑛 + 1) et
donc 𝑑𝑛 = 1

(𝑛+1)2 .

La propriété admise est le déterminant de Gramm.

□ Exercice 5 (RMS 17-960)

1. On voit que 𝑐𝑛 = 2𝑛 . Cela se prouve en développant 𝑣𝑛+1 en fonction de 𝑣𝑛 où 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 1.

2. Pareil, cela fait toujours 5 sauf au premier rang.

□ Exercice 6

□ Exercice 7

Dans tout l’exercice, (𝑎𝑛) est une suite à termes positifs.

On note 𝑅𝑛 =
𝑛∑

𝑘=1
𝑎𝑘 et 𝑆𝑛 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘 où 𝑎𝑛 = (𝑎1 . . . 𝑎𝑛)1/𝑛 .

1. Python

2. (a) OK

(b) On applique ce qui précède à 𝑘𝑥𝑘
3. On voit que

∞∑
𝑘=0

𝑘𝑎𝑘

∞∑
𝑛=𝑘

1
𝑛(𝑛 + 1) =

∞∑
𝑘=0

𝑎𝑘 < +∞

Par Stirling on montrer que 𝑛! ⩾ 𝑛𝑛𝑒−𝑛 et donc 1
(𝑛!)1/𝑛 ⩽

𝑒
𝑛 . Donc

𝑎𝑛 ⩽
1

𝑛(𝑛!)1/𝑛
𝑛∑

𝑘=1

𝑘𝑎𝑘 ⩽
𝑒

𝑛2

𝑛∑
𝑘=1

𝑘𝑎𝑘

□ Exercice 8

1. Python

2. Python

3. A 𝑥 fixé dans [0, 𝑎]. On étudie la suite récurrente définie par 𝑢0 = 0 et 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 1
2
√
𝑎
(𝑥 − 𝑢2

𝑛). On voit que la suite est

croissante, à valeurs dans [0,
√
𝑥] tend vers

√
𝑥

4. Pour la CU. Pour 𝜀 fixé on cherche 𝑁 tel que 𝑛 ⩾ 𝑁 implique ∥
√
𝑥 − 𝑃𝑛 ∥∞ < 𝜀. Le résultat est vrai sur [0, 𝜀2]

De plus
√
𝑥 − 𝑃𝑛+1 = (

√
𝑥 − 𝑃𝑛)

[
1 −

√
𝑥 + 𝑃𝑛

2
√
𝑎

]
donc sur [𝜀2, 𝑎],

√
𝑥 − 𝑃𝑛+1 ⩽ (

√
𝑥 − 𝑃𝑛)

[
1 − 𝜀

2
√
𝑎

]
□ Exercice 9

1. Théorème de Cauchy

2. Python

3. Python

4. Python
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5. Il suffit de faire le calcul.

□ Exercice 10

3. Soit 𝜙 : 𝑡 ↦−→ 𝐺 (𝛾1 (𝑡), ..., 𝛾𝑝 (𝑡)). On a 𝜙 ′ (𝑡) =
𝑝∑

𝑘=1

𝐺 (𝛾1 (𝑡), . . . , 𝛾 ′𝑘 (𝑡), . . . , 𝛾𝑝 (𝑡)).

4. On a 𝜒𝐴 (𝑥) = det(𝑥𝐸1 −𝐶1 | · · · |𝑥𝐸𝑛 −𝐶𝑛). En dérivant

𝜒 ′𝐴 (𝑥) =
𝑛∑

𝑘=1

det(𝑥𝐸1 −𝐶1 | · · · |𝐸𝑘 | · · · |𝑥𝐸𝑛 −𝐶𝑛) = tr(𝐻 (𝑥))

5. On se donne 𝑛 matrices carrées 𝑅0, ..., 𝑅𝑛−1 telles que 𝐻 (𝑥) =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑅𝑛−1−𝑘 𝑥
𝑘 .

(a) OK

(b) Comme (𝑥𝐼𝑛 −𝐴)𝐻 (𝑥) = 𝜒𝐴 (𝑥) on a

𝜒𝐴 (𝑥)𝐼𝑛 = (𝑥𝐼𝑛 −𝐴)
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑅𝑛−1−𝑘𝑥
𝑘 =

𝑛−1∑
𝑘=1

(𝑅𝑛−𝑘 − 𝑅𝑛−1−𝑘𝐴)𝑥𝑘 + 𝑅0𝑥
𝑛 − 𝑅𝑛−1𝐴

En posant 𝜒𝐴 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 , on obtient que 𝑅0 = 𝑎𝑛𝐼𝑛 = 𝐼𝑛 , 𝑅𝑛−𝑘 = 𝑅𝑛−1−𝑘 𝐼𝑛 + 𝑎𝑘 𝐼𝑛 et −𝑅𝑛−1𝐴 = 𝑎0𝐼𝑛 .

(c) On voit que 𝑅0 = 𝑥𝑛𝐼𝑛 car dans 𝐻 (𝑥) les coefficients diagonaux sont des polynômes unitaire de degré 𝑛 − 1 alors
qu’en dehors de la diagonale ils sont de degré au plus 𝑛 − 2. On peut alors procéder par récurrence, en utilisant
d’après 4) que (𝑘 + 1)𝑎𝑘+1 = tr(𝑅𝑛−1−𝑘 ).

6. Conclure finalement que 𝑃 = 𝜒𝐴 et 𝐶 = 𝐴−1.
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