MP2 TP Centrale 2 - Corrigé 2025 — 2026

o Exercice 1 (RMS 19-971)

1.
2.
3.

Python
Python

Par le lemme de relévement, on écrit f(t) = p(t)e™*). 1l suffit alors de faire le calcul

O Exercice 2 (RMS 17-953)

B W N

. Python
. Python
. Ordre n — 2 car la matrice A, est de rang 2.

. On sait que

o, = min———— et =max———
" X#0 [1X]2 P xz0 || X]|?

On voit que pour X,, = (1,...,1)7, XJ A, X, > Oetpour ¥, = (-1, 1,0,...,0)7, ¥,J AY, < 0. On en déduit que a, < 0 <
Pn-

T T
. En utilisant que F,, ~ C¢", on montre que ZatnXn _, o cela implique que f3, — +oo.

1% 112
On voit que a, est décroissante car un élément Y,, € .4, 1(R) peut étre prolongé en un élément de .#,.1.1(R) en ajoutant
un 0. De plus, en utilisant que F,, = Co" + C'y" ou ) = —1/p on a

XTAX

—— =Cq,(X) +C'qy(X)
Xz e w

ol g, est la forme quadratique associée 4 la matrice (¢™*/). On a donc

n 2
Mm=cym)w
i=1

Comme C > 0 et C" < 0, pour minorer la forme quadratique étudiée on doit majorer gy (X). On voit facilement par
Cauchy Schwarz que

gy(X) < D 9
i=0

On peut en déduire que a, est minorée. Elle converge.

O Exercice 3 (RMS 19-993)

1.
2.

On peut faire le calcul explicitement.

Il y a une chance sur 3 que le rat sorte immédiatement et dans ce cas T = t;, une chance sur 3 qu’il commence par la
porte 2. A partir de la le nombre de coup pour sortir est donné par une loi géométrique de parameétre 1/2. On calcule
facilement le temps total associé car le temps dans le tunnel est t; — t; — t; — - - -. De méme dans le dernier cas.

. Le temps d’attente suit une loi géométrique de raison 1/3. Une fois le temps connu, le nombre de t, et ¢3 est donné par

la loi binomiale.

o Exercice 4 (RMS 19-949)

1
2
3.
4
5

. OK
. Python

Python. On conjecture que d,

—_ 1
T (n+1)%

. F, définie sur R\ {-1,...,—-(n+ 1)}
. On multiple la premiére ligne par [[;”; (X + k). En développant selon cette ligne G, € R,[X].

n+1



6. On voit que F, et donc G, s’annuleen 1,2,.. ., n.
7. On sait que G, = (X — 1) - - - (X — n). Il n’est pas nécessaire de calculer a.
On voit que a, = F,(0) = —+G,(0) = (-1)"-%

(n+1)! n+l1
On calcule G, (—1). En développant selon la premiére ligne, G,(—1) = n!b,. On en déduit que b, = (-1)"a(n + 1) et

donc d,, = m

La propriété admise est le déterminant de Gramm.

O Exercice 5 (RMS 17-960)

1. On voit que ¢, = 2". Cela se prouve en développant v,4; en fonction de v, ol v, = u, + 1.

2. Pareil, cela fait toujours 5 sauf au premier rang.

O Exercice 6

O Exercice 7

Dans tout I'exercice, (a,) est une suite a termes positifs.

Onnote R, = i aretS, = i ar ol dp = (ay ... an)"".
k=1 k=1
1. Python
2. (a) OK
(b) On applique ce qui précede a kxy
3. On voit que

= T
;kflk;ngak < 400

Par Stirling on montrer que n! > n"e™" et donc W < 7. Donc
1 < e v
a kar € — Z kay
N1/n Z 2
n(n)V" A

O Exercice 8

1. Python

2. Python

3. A x fixé dans [0, a]. On étudie la suite récurrente définie par up = 0 et u,41 = uy + ﬁa (x — uZ). On voit que la suite est
croissante, a valeurs dans [0, v/x] tend vers yx

4. Pour la CU. Pour ¢ fixé on cherche N tel que n > N implique ||vx — P,/ < &. Le résultat est vrai sur [0, £2]
De plus

Vx+P,

‘/;_Pnﬂ:(\/?_C_Pn) 2\/5

1-—

donc sur [¢%, ],

«/E—Pnﬂs(«/E—Pn)[l—ﬁ]

O Exercice 9

1. Théoréme de Cauchy
2. Python
3. Python
4. Python
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5. 11 suffit de faire le calcul.

O Exercice 10

P
3. Soit ¢ : t > G(y1(1), ... ¥p(t)). Ona ¢’'(t) = Z G(y1(1), ..y (), yp(1)).
k=1

4. On a ys(x) = det(xE; — Cy| - - |xE, — C,). En dérivant

Xa(x) = ) det(xEy = Ci| -+ [Egl - |xEy — Cy) = tr(H(x))

k=1
n-1
5. On se donne n matrices carrées Ry, ..., R,_1 telles que H(x) = Z Ry_1—x x*.
k=0
(a) OK
(b) Comme (xI, — A)H(x) = ya(x) ona
n—1 n—-1
XAy = (xIy = A) D" Ryoy k6 = > (Ryk = Ryo1 4 A)xk + Rox" = Ry 1A
k=0 k=1

En posant ya(x) = ap+ aix + - - - + a,x", on obtient que Ry = anl, = I, Rk = Ry—1-xIn + axl, et —R,_1A = aol,,.

(c) On voit que Ry = x"I,, car dans H(x) les coefficients diagonaux sont des polyndmes unitaire de degré n — 1 alors

qu’en dehors de la diagonale ils sont de degré au plus n — 2. On peut alors procéder par récurrence, en utilisant
d’apres 4) que (k + 1)agy; = tr(Ry,—1-k)-

6. Conclure finalement que P = y4 et C = A%,
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